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MocKOBCKHii rocy^apcTBeHHbm ynHBepcHTex hm. M. B. JIoMOHOcoBa. 

AHHOTaU,HH 

We prove that the problem of deciding whether a given morphic sequence is 
uniformly recurrent is decidable. The proof uses decidability of HDOL periodicity 
problem, which was recently proved in papers of F.Durand and I.Mitrofanov. 



1 BBeiieHHe. 

O: 

^ ■ AACpaeum - sto KoneHHoe MHOxcecTBO sjieMenxoB, Ha3t.iBaeMt.ix 6yKeaMU. 
^ ■ KoHeHHaji nocjie;];oBaTejibHocTb 6yKB aji(\)a.BWTa. A HasbiBaexcH KOHenHbiM cjiobom 
. (hjih npocTo cjiobom) Ha^ A. Mhojkcctbo KOHeiHbix cjiob, BKjiioHasi nycToe, oGosHaiaeTca 
^ [ A* . IlycToe cjiobo oGosnanaioT e. BecKoneHHoe cAoeo, hjih ceepxcAoeo - sto oToGpaaceHHe 

' \ H3 N B ajIcjDaBHT A. MhOJKCCTBO CBCpXCJIOB o6o3HaHaeTC3 A'^. 

■ KOHeHHoro cjiOBa onpe^ejiena dAuna - KOJinnecxBO 6yKB b hcm. JJ^jinna cjioBa u 
Gy^ex oGosHanaTbca \u\. Ecjih cjiobo ui kohchho, to oHpe^ejiena KOHKameHayusi cjiob ui 

Q\ . n U2 - CJIOBO U1U2, nojiyHaiomeecH npunHCbiBaHHeM BToporo k nepBOMy cnpaBa. 

Cjiobo v aBjiaexca nodcAoeoM cjioBa u, ecjiH u = V1VV2 AJia HCKOTopbix cjiob vi, V2- 
B cjrynae, Kor^a vi hjih V2 - nycxoe cjiobo, v HasbiBaexca nanaAOM hjih cooxBexcTBeHHo 
KOHV^OM cjroBa u. Ha cjroBax cytu;ecxByex ecxecxBCHHaa cxpyxxypa lacxHHHo yHop3;i,OHeH- 
Horo MHOJKecxBa: Ui ^ ti2, ecjiH Ui jiBjiaexcH ho^^cjiobom U2- By^cM oGosnanaxb Ui Cfc W2, 
ecjiH CJIOBO Ui BxoflHx B U2 Hc MCHec k pa3. 

CBcpxcjioBO W HasbiBaexcH penyppeHmHUM, ecjin jrioGoe ero ho^cjiobo BcxpenaexcH b 
X ; W GecKOHCHHo MHoro pas, nnane roBopa, v ^ W ^ v W. 

■ CBepxcjiOBO W HasBiBaexca paenoMepHO peKyppenmHUM, ecjin ^jih jiioGoro ero ho^- 
cjioBa u KOHeHHoii ^jihhbi cytu;ecxByex xaKoe hhcjio N{u), hxo ^jih jiio6oro no^cjioBa 
CBepxcjioBa W fljiHHbi N{u) b sxom ho^^cjiobc ecxb xoxa 6t.i oj^ho bxojk^^chhc u (cjie;i,OBa- 
xejibHO, W HBjiHexcH peKyppeHXHbiM). 

CBepxcjioBo W HasbiBaexca nepuoduHHUM, ccjih W = uuuuu . . . ncKoxoporo 
Henycxoro u. CaMo cjiobo u, paBHo xax h ero jiJinHa, nasbiBaioxcH nepuodoM cBepxcjioBa 
W . CBepxcjiOBO HasbiBaexca saKAWHumeAbHO nepuoduHHUM, ecjiH oho Hpe;];cxaBji5iexcji b 
BRflfi KOHKaxeHaii;HH W = uW, r^e u - KOHennoe cjiobo, a W - nepHOflHHHoe CBepxcjioBo. 

npe^jio:a<;eHHe 1.1. Ecau ceepxcAoeo saKAWHumeAhHO nepuoduHHO u penyppeHmHO, mo 
OHO nepuoduHHO. 
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MHOJKecTBo cjioB A* Ha^ ajicJaaBHTOM A mojkho cHHTaxb cboGoahbim mohoh^om c one- 
paii;HeH KOHKaTeHai^Hefi h e^HHHi^efi - nycxtiM cjiobom. OxoGpajKeHHe (p: A* ^ B* na- 
3BiBaeTC5i MopcfjusMOM, ecjiH OHO coxpaHiieT onepan;Hio MOHOH^a. Ohcbh^ho, Mop(|)H3M 
flocxaxoHHo sa^axb na 6yKBax aji(|)aBHTa A. Mop(|)H3M HasBiBaexca HecTHpaiomHM, ecjin 
oGpasoM HHKaKOH 6yKBL.i He 3Bji5ieTC5i nycToe cjiobo. Ecjih |(/?(aj)| = 1 ^jia jiio6ofi 6yK- 
BL.I tti E A, TO Lp - KodupoeaHue. Ecjih aji(|)aBHTt.i A m B coBnaflaioT, to f HasbiBaexcH 
nodcmaHoeKou. 

Mop(|)H3M MOJKHo Hpo^^ojiJKHTb Ha GecKOHeHHoe CJIOBO HO HpaBHjiy: ecjiH u - Hanajio 
W, TO ip{u) - Hanajio fiW). 

Ecjih cp - xaxaa Ho^^cxanoBKa, hto V'(ai) = aiv jiJis HCKOxoporo cjioBa v h ;i,ji3 Bcex 
k E N ip''{v) ^ e, TO roBopHTca, hto ip npodoAMcaemcfi Had ai h 6ecKOHeHHoe cjiobo 

V;°°(ai) := aivp{v)p^{v)p^{v)p^{v) . . . 

HasbiBaeTca nucmo MopcpunecKUM, hjih BecKOHeuHou nenodeuotcHou mouKou MopcjDHSMa p. 
Ecjih 3a;i,aH MopcJiHSM ip: A* ^ C*, to CBcpxcjioBO ilj{ip°°{ai)) nasbiBaeTca MopcfjunecKUM. 

C(|)opMyjiHpyeM npodAeuy paenoMepHou peKyppenmHocmu Oah MopcpunecKux CAoe, 
HocTaBjieHHyio b [T] h [S]: 

^ano: ;i,Ba KonenHbix aji(|)aBHTa A n B, GyxBa ai G A, no^^cTanoBxa p : A* ^ A*, 
Hpo;];oji>Kaiomaac3 na^i; ai h mop4)H3m i/j : A* ^ B*. 

Onpe^ejiHTb: aBjiacTca jih cjiobo 'i/j{p°°{ai)) paBHOMcpno pexyppeHTHbiM? 

B HacToameii pa6oTe CTpoHTca ajiropHTM ^jia npoHSBOjiBHoro MopcJinnecKoro cjioBa: 

TeopeMa 1.2. UpoBACMa paenoMepHou peKyppeHmHocmu Oasi MopcfjunecKux CAoe paspe- 
muMa. 

3tot pesyjiBTaT 6biji anoHcnpoBan b |4j. flp 3Toro npo6jieMa Gtijia pemena b cjiynae 
aBTOMaTHBix nocjie^oBaTejiBHocTeii |12] . b pa6oTe pj cTponTca nojiHHOMHajibHbiH ajiro- 

PHTM flJI3 KJiaCCOB HHCTO MOpcjDHHCCKHX H aBTOMaTHblX CJIOB. 

2 npHBe/i,eHHe MopcJ)H3MOB K y/i,o6HOMy Bm^y. 

C4)opMyjiHpyeM npodACMy saKAWHumeAhHou nepuoduHHocmu Bah MopcpunecKux cAoe. 

^ano: j^bsl KoneHHbix ajicJiaBUTa A m B, 6yKBa ai G A, no;];cTaHOBKa p : A* ^ A*, 
npo^^ojiJKaiomaaca Ha^i; ai h Mop(|)ii3M : A* ^ B*. 

Onpe^ejiHTt.: sBjiacTca jih cjiobo ijj{p°°{ai)) saKjiioHHTejiBHo nepnoflHiecKHM. Ecjih 
aBjiacTCH, HBHO yxasaTb ero nepnofl,. 

TeopeMa 2.1. npo6AeMa saKAWHumeAhHou nepuoduHHOcmu dAH Mop(f)UHecKux CAoe pas- 
pemuMa. 

Cm. pa6oTt.i p| [T3]. 

TeopeMa 2.2 (^oKaaaTcjibCTBo cm., nanpHMcp, b jB]). Uycmh p - nodcmaHoeKa, deu- 
cm6ymm,afi na aAcfjaeume A, ip - MopcfiusM U3 A* e B* , u - KoneHHoe CAoeo U3 B* . Toeda 
cymecmeyem aAsopuruM, npo6epfimm,uu, ecmpeHaemcsi au u e CAoee W = ilj{p°°{ai)) u, 
ecAU ecmpeHaemcfi, KoneHHoe au hucao pas. 

IIpe^jiojKeHHe 2.3. Ecau paenoMepHO peKyppenmHoe ceepxcAoeo W Oasi HCKomoposo 
Henycmoso U u ah)6oso namypaAbHoso k codepotcum nodcAoeo U'^ , mo oho fieAfiemcH 
HUCAO nepuoduHecKUM c nepuodoM u. 
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floKaaameA'bcmeo. 3to cjie^yex h3 xoro, hto ecjiH \V\ C W vl \V\ = \U\, to V aBjiaexca 
n;HKjiHHecKHM c^BHroM cjioBa U. □ 

Mbi xoTHM npoBepHTb Ha paBHOMepnyio peKyppeHTHOcxb CBepxcjioBO W = ilj{f°°{ci'i))- 
Mop(|)H3M Lp MOJKHo cHHTaxb HecTHpaiomHM, a /i - Ko;i,HpoBaHHeM (to eCTb JIJIS J11060H 
GyKBBi a & A \ f{a)\ > 0, = 1). 3to cjie^^yex hs pesyjibxaxa 

TeopeMa 2.4 (cm. [7J, rjiaBa 7). Ecau f : A* ^ B* u g : A* ^ A* - npouseoAbuue Mop- 
cf)U3MU u f{g°°{ai)) - BecKOHeuHoe CAoeo, mo mochcho naumu manue aAcpaeum A' , Byney 
a'l G A' , HecmupawmyK) nodcmaHoeKy (p, deucmeytmnyK) na aAcjjaeume A u Kodupoeanue 
t: A' B, umo /(c?°^(ai)) = T{^'^{a'^)). 

Cjiobo w & a* 6y^eM HastiBaTt tp— ospanwHeHHUM, ecjiH nocjie^oBaxejiBHOCTb 

w,(p{w),(p'^{w),ip^{w),... 

nepHO^HHHa HaHHHaa c neKoxoporo MOMCHxa. B npoxHBHOM cjiynae, |(/?"'(w)| — )■ 00 npn 
n — )• 00 H CJIOBO w HasbiBaexcH Lp—pacmym,UM. Ohcbh^ho, cjiobo HBjiaexca orpaHHHeHHbiM 
xor^a H xojibKO xor^a, Kor^a oho cocxohx h3 (/?— orpaHHHeHHbix 6yKB. 

TeopeMa 2.5. Cyiu,ecmeyem aAzopuniM, Komopuu onpedeAfiem, KoneuHO au e <^°°{a) 
HUCAO pasAUHHUX (f— ospaHUHCHHUx nodcAOG. Ecau amo hucao BecKOHeuHO, mo mochcho 
yKoaamt) manoe nenycmoe U, umo neAfiemcH nodcAoeoM ip°^{a) Oasi awBozo A; G N. 
Ecau oho kohchho, mo ece Lp—ozpaHUHCHHue CAoea aAzopumMunecKU HaxodfimcH. 

/JoKasamcAbcmeo. Hpeac^^e Bcero oxmcxhm, hto Bce Bospacxaiomne 6yKBL.i ajiropnx- 
MHHecKH Haxo^axca (cm., nanpHMep, JX^jiee (/?— pacxymne 6yKBL.i Gy^cM nncaxb KaK 

Oi, 02 II X.fl. 

HocxpoHM opHeHXHpoBaHHbiH rpacj) Q, na pe6pax Koxoporo 6y^yx sanHcanti ynopa- 
^oHCHHtie napt.1 cjiob. BepmHHaMH axoro rpacjaa 6jflyT cjiyacHXb (/?— pacxymne 6yKBt.i na 
A a xaKJKe BceB03Mo>KHt.ie ynopa^oHeHHbie napt.i pacxymnx 6yKB. BBe^eM 4)hkxhb- 
Hyio 6yKBy t, xaxace k BepniHHaM Q ^oGaBiiM BccBosMoacHbie napt.i BH^a ait, rj^e ai - 
V?— pacxymaa GyxBa. 

H3 BepniKHbi tti B ttj w^jxei pe6po, ecjiH aj G Oj. Ha xaKHx peGpax napa cjiob - {e, e} 
[e- nycxoe cjiobo). Hs BepniKHbi b ajQ^ Be;];ex peGpo co cjioBaMH {u,e}, ecjiii 
HeKOxoporo orpaHHHeHHoro cjioBa u cjiobo ajUa^ aBjiaexca noj\cjiOBOM (p{ai) (113 b 
ajQk Moryx bccxh hcckojibko pe6ep.) Hs ii ait Be^ex no pe6py c napoii {u, e} b ajt, 
ecjin oj - orpaHHHeHHoe h ip{ai) oKannHBaexca na aju. 

H3 ttittj Be^ex pe6po b aktti c napofi orpaHiiHeHHtix cjiob {ui;u2}, ecjiii ip{ai) 
KOHHaexca na ttkOJi, a ip{a2) HaniiHaexcH na 0J2ai. 

npe^jio:a<:eHHe 2.6. Uycmb A; G N. PaccMompuM Kanou-HuBydt nymb Oauhu k no pe6- 
paM gpacpa Q, euxodHUj,uu U3 Oi. UocAedoeamcAhHocmt) nap CAoe na pe6pax amozo nymu 

{Ui,Vi}, {U2,V2}, {Uk,Vk}. 

Tozda e ^^{ai) ecmb ip—HcpacmupfieMoe CAoeo 

Uk(piUk-l) . . . ip'''\ui)ip''-\vi)ip''-^{v2) ...Vk. 

Upu amoM, ecAu nymb onaHHueaemcH na aiUj, mo ecmb exoMcdenue amoeo CAoea, 06- 
paMACHHoe 6yKeaMu ai u aj. 

Hao6opom, awBoc (p—ospaHUHCHHoe nodcAoeo ^^{ai) mochchho noAyuumb, noAyuue 
CAoeo no ynaaaHHOMy npaeuAy CAoeo u esfie eso nodcAoeo. 
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3to HecjiojKHo noKasbiBaexca HH^yKi^Heii no k. 

HepEbiii cjiynaii: b jiio6om opneHTHpoBaHHOM miKjie rpa4)a Q, pp KOToporo mojkho ^o- 
6paTBC5i H3 ai, Ha pe6pax n;HKjia nanHcaHbi napti nycxtix cjiob. Tor^a b jiio6om nyxn, bbi- 
xoflHmeM H3 BepniKHbi tti, HHCJio pe6ep, na Koxoptix HanHcaHti ne nycxtie cjioBa, ne npe- 
BocxoflHx KOJiHHecxBa BepniHH B Q. Cjie;];oBaxejibHo, hhcjio pasjiHHHbix orpaHHHeHHbix 
CJIOB KOHCHHo, a HO rpa(|)y Q mojkho hx Bcex nafixH. 

BxopoH cjiynafl: ecxb i];hkji, h b sxom ii;HKjie ne Bce cjioBa nycxbie. Hycxb, nanpHMep, b 
ii;HKjie ecxL. napt.1 cjiob, b Koxopbix nepBoe cjiobo ne nycxoe. Torjia j^jis HCKOxopofl 6yKBt.i 
tti H Henycxoro orpaHHHeHHoro u, cjiobo (p{ai) oKaHHHBaexca na aiU. 06pa3 u npn 
noflcxanoBKe ip 3aii,iiKjiHxc3. Cjie;];oBaxejibHo, ;i,ji3 ncKoxoporo nenycxoro cjioBa U ^jih 
j[io6oro A; G N cjiobo U'' hbjihcxch ho^cjiobom (/?°°(a). □ 

IIpHMeHHM 3XOX ajiropHXM K H ai. EcjiH HCKOxopoe CJIOBO U noBxopaexcH b t/?(ai) 
CKOJib yroflHO mhofo pas no^^pH^i;, xo ip{U) noBxopaexcji ckojib yro;];HO MHoro pas noppsp, 
B W. CorjiacHo 12. 3[ ^jih ycxanoBjieHHs paBHOMepnoii peKyppenxHocxii W ^ocxaxoHHo 
npoBepHXb, HBjiaexca jih oho hhcxo nepno^HHecKHM c nepno^OM il){U). 

npe^jio:a<;eHHe 2.7. BecKoneHHoe CAoeo neAfiemcfi Hucmo nepuodunecKUM c sadannuM 
nepuodoM A mosda u moAhno Kosda, Kosda ece eso KOHeuHue nodcAoea Oauhu \A\ sioasi- 
mmcfi uuKAuuecKUMu cdemaMu A. 

Corjiacjio 12 ■2[ Bce KOHCHHtie no^cjioBa W ^jihhbi = \U\ mojkho nalixH, cxa- 

jio Gbixb, b 3XOM cjiynae onpe^ejinxb, aBjiaexcH jih W paBHOMepno peKyppenxHtiM, mbi 

MOJKCM. 

B ^ajiBHeflmeM paccMaxpiiBacM cjiynafi, Kor^a b (/J°°(ai) KOHCHHoe hiicjio orpanii- 

'leHHL.IX nO^CJIOB. 

HyCXb I^p - MHOJKCCXBO BCCX paCXymUX 6yKB, B^p - MHOJKeCXBO orpaHHHeHHbix 

noj\cjiOB CBepxcjioBa y9°°(ai)(BKj[ioHa5i nycxoe cjiobo). Mojkho CHHxaxb, hxo B^p kohchho 
H Hxo Mbi sHaeM Bce cjioBa b B^. PaccMoxpHM (KOHenHbifi) aji4)aBHx C, cocxo5iiri;nH us 
CHMBOJiOB [tiyt'], Tj\e tut' GyKBbi hs a - cjiobo hs B^ h cjiobo twt' jibjihcxch 
noflcjioBOM (p°°{a). 

OnpeflenHM MopcJjHSM ip' : C* ^ C* cjieflyioiu;HM oGpasoM: 

ip'{[twt']) = [tiWt2][t2Wts] . . . [tkWktk+l], 

rflfi (fitw) = WQtiWit2 ■ ■ ■ tkw[, CJIOBO ip{t') HaHHHaexca c w'^tk+i Wk = w^w'^ (cjioBa Wi, 
w[ H w'l npHHa^jiejKax B^). 

TaKJKC onpe^ejiHM / : C* — )■ A* no npaBHjiy 

f{[twt']) = tw. 

npe/],Jio:H<;eHHe 2.8. Bce 6yKeu aAcfjaeuma C fieAfimmcfi ip' —pacmymuMU. 

JJoKasameAbcmeo. SaMCXHM, nxo b ip'^{[twt']) cxojibko jkc 6yKB, ckojibko b cjiobc p^{t) 
^9— pacxymnx 6yKB. OncBH^no, b o6pase (^(t) ox nponsBOjitnon 6yKBt.i t & co^epacnxca 
xoxa 6hi o^na 6yKBa ns Bojiee xoro, b cuoBe f"'{t) fljia nexoxoporo n co^epacaxca 
XOX3 6hi fl^Be 6yKBL.i ns J^, nnane (p"'{t) = Wnti^Vn (r^e w„ h v„ npHHa;i,Jie>Kax B^p) n \ip"'t\ 
orpaKHHenno. □ 
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riycTb V'°°(a) HMeex bh^ aiWia2 ■ ■ ■ , r^e 01,02 G I^, Wi G B^,. Tor^a, necjiojKHO 
yGeflHTbCH, HTo ^jiH jiio6oro n cjiobo v^"(ci) aBjiaexcH nanajioM cjioBa /(<y9'"([ait(;ia2])), 
cjie^oBaxejiBHo, cjioBa W r {ip o f)[(p'°°[[aiWia2])) coBna^aioT. SaMexHM, hto Mop(|)H3M 
h' = ho f jiBjiaeTca HecTHpaiomHM. 

SaMenaHHe 2.9. KoHcmpyKv^usi MopcfiusMa ifj ecmpenaAacb e pa6omax /H [^. 

TaKHM oSpasoM, Mo:acHO CHHTaTb, hto Bce 6yKBM ajicJjaBHTa A aBJiaiOTca 
if — pacTyiu,HMH, ah- npoHSBOJitHtiii HecTHpaiomHii MopcJ)H3M. 

ByKBy tti & A naaoBeM peKyppeHnmou, ecjiH ^jis neKOToporo /c G N BbinojiHeno Oj C 
ip^{ai). J\jiii KaacflOH peKyppeHXHoii 6yKBt.i ajicjDaBHxa cymecxByex xaxoe hhcjio k{ai), 
Hxo ecjiH k\n, xo Oj C ip'^{ai). Cjie^oBaxejitHo, cymecxByex xaxoe n G N, hxo ecjin - 
npoHSBOJiBHaa peKyppenxnaa 6yKBa ajicjDaBHxa, xo a, C (/?"(aj). Hojiojkhm p = 

PaccMoxpHM opHeHXHpoBaHHbiH rpa(j3 Gp, BepniHHaMH Koxoporo HBjiaioxca 6yKBt.i aji- 
4)aBHxa A, H H3 Oj Be;];ex cxpejiKa b aj xor;];a h xojibko xor;i,a, Kor;];a co^epjKHxca b 
p{ai). 

Hycxb D - CHjiBHOCBasHaa KOMnoHenxa sxoro rpa(|)a, flf) Koxopofl mojkho flprnTa no 
cxpejioHKaM H3 tti. PaccMoxpHM orpaHHHeHHe p na D*. Bce GyKBbi h3 D aBjiHioxcH pexyp- 
peHXHbiMH. Cjie^oBaxejiBHo, ecjin d & D, to d ^ p{d)- Taxace ^jih jiio6oro /c BbinojiHeno 
p''{d) C p^^^{d). Cjie^oBaxejibHo, cymecxByex xaKoe m, hxo ^jia jiioGbix 6yKB (ii h ^2 G -D 

(^2 ^ P^{dl)- HoSXOMy MOp(|)H3M p B OrpaHHHeHHH Ha D* HBJiaeXCa npHMHXHBHblM. 

Hafl^exca xaxaa 6yKBa d & D, hto p\d) nanHHaexca na d ^Jia ncKoxoporo /. O60- 
3HaHHM P2 = pK TaK KaK Bce GyKBbi h3 D HBjiHioxca p2— pacxymHMH, xo p'^{d) aBjiaex- 
ca GecKOHeHHbiM cBepxcjioBOM, Bce KonenHbie no;];cjioBa Koxoporo aBjiaioxcH no;];cjioBaMH 
^°°(ai). 

Cjiobo H = ip{p'^{d)) HBjiJiexca paBHOMepno peKyppenxHbiM KaK npHMHXHBHoe (cm., 
nanpHMep, b [7].) 

npefljio:a<;eHHe 2.10. Uycmb W u H - ceepxcAoea, H neAHemcH paenoMepHo penyp- 
peHTJiHUM, u ece KoneHHue nodcAoea H fieAfiwmcfi nodcAoeaMU ceepxcAoea W. Tozda W 
ReAfiemcfi paenoMepHO peKyppenmHUM mosda u moAbKO moeda, Koeda Atodoe ezo kohch- 
Hoe nodcAoeo fieAfiemcfi nodcAoeoM ceepxcAoea H. 

/I,oKa3axejibcxBo mojkho naflxH b fT]. 

HpoBepHM, aBjiHexcH jih H nepno^HHHbiM. Ecjih SBjiaexca, xo ^ocxaxonno npoBepnxb 
nepHOflHHHocxb cjioBa W, hto mm flcjiaxb yMecM. HoaxoMy flajiee cnnxaeM, hxo H - 
HenepHOflHHHoe cjiobo. 

3 nopa/],OK pocTa 6yKB. 

HanoMHHM: Lp - npoflOJi>Kaioin;a5iC5i na^ ai no;];cxaHOBKa na aj[c|)aBHxe A, ^jia KoxopoH Bce 
6yKBbi SBjiaioxcH y?— B03pacxaioin;nMH, ip : A - Hecxnpaioin;iiii Mop4)H3M. Mojkho 

CHHxaxb, Hxo Bce 6yKBbi h3 A npuna^jiejKax ip°°{ai). 
H3BecxHo cjie^yiomee yxBepjK^eniie (cm. [T4j): 

npe^jio:a<;eHHe 3.1. nycmb a : A* ^ A* - nodcmaHoena. JJ,Afi Awdou dyneu a & A 
eunoAHeno odno us deyx ycAoeuu: 

1. 3A; G N : a^(a) = e. 
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2. 3d{a) G No, c(a) G IR+, C(a) G M,^(a) G M manue, umo Oasi ecex k eunoAHeno 



a (a) 

c(a) < . , , < C(a) 

OneBH^Ho, ^Ji3 BbinojiHeHo Bxopoe ycjioBHe. J\j\-^ KajK^ott GyKBbi napa {d{ai), 6{ai)) 
HasbiBaeTCH nopHdnoM pocma Byneu. Taxace (cm. [131 E]) HSBecTHo, hto ccjih b A ecTb 
6yKBa nopH;],Ka pocxa (n, r^e n > 0, to b A ecxb 6yKBa c nopji;];KOM pocxa {n — 1^9). 
TaKHM o6pa30M, ecjin j^jiii HeKOTopofi GyKBbi ai E A 9{ai) = 1, to b ^4 ecxB GyxBa pocTa 
(0,1), TO ecTB orpaHHHeHHaa. Tax xax y nac Bce GyxBti (^— pacTymne, to fljia jiioGoh 
GyKBbi tti 9{ai) > 1. 

Ha nopa^Kax pocTa mojkho bbbcth onepan;Hio cpaBHeHHs: {di,9i) < (^2,^2), gcjih 
9i < 92 HjiH 9i < 6*2 H di < d2. EcjiH y 6yKBB.i oi nopa^oK pocTa Menbine, neu y 02, to 

liiiifc^oo 1 — 777 — TT = 0. AnajiorKHHo nopa;i,OK pocTa GyKBbi onpe^ejiaeTCH nopndoK pocma 

KOHCHHoso cAoea, KOTopbiH fl^jis cjioBa u 6yfl,eM oGosnanaTb r{u). 

IIpe^jioiiceHHe 3.2. OneeudHO, r(aia2 . . . a„) = maxjg[i.„] r(ai). Kpoue mozo, r{u) = 
r((/?(w)). 

JleMMa 3.3. Uycmb r{u) = {d,9), npu smoM > 1. Tozda Bar HCKomopozo C{u) Bar 
ecex k eunoAHCHO 

\u\ + |^(n)| + \p\u)\ + ■■■ + \^\u)\ < C{u)k''9K 

/^OKasameAbcmeo. B caMOM ^ejie, ^jih neKOToporo C ^jih jiio6oro k BBinojiHeno |(/9'^(u)| < 
Ck''9K Tow Elo\^'iu)\ < CEto^^^* < CEto^'^O' < ^k'^eK □ 

u — 1 

HojiojKHM D,Q - caMbiH 6ojibmoH nopa^^oK pocTa cpe;i,H nopa^KOB pocTa Bcex 
6yKB H3 aji(|)aBHTa. ByKBbi c TaKHM nopa;];KOM pocTa 6yjieM nasbiBaTb 6ucmpopacmym,u- 
Mu. Ohcbh^^ho, ai HBjiaeTca GbicTpopacTymeH 6yKBOH. 

JleMMa 3.4. B CAoee y9°^(ai) Bcckohchho mhoso 6ucmpopacmym,ux 6yK6. 

/^OKasameAbcmeo. HycTt ip{ai) = aiu. Tor^a ip^{ai) = aiULp{u)Lp^ {u)ip^ {u) . . . 

EcjTH B cjioBe u ecTh xoTa 6hi o^na GbicTpopacTymaH 6yKBa, to xots 6l.i o^na 6l.ict- 
popacTymaa GyKBa ecTt b ip^{u) ^jia jiioGoro k. 

Hpe^nojiojKHM, hto b u 6t.iCTpopacTyiri;HX 6yKB hct. HycTb r{u) = {d,9) < {D,Q). 
KaK MBi sHaeM, ^ > 1. Tor^a |(/9'^(a)| = 1 + Y2i=i \'-P''~'^i'^)\ < C{u)k'^9^ corjiacHo jieMMe 
13.31 To ecTb (-0,0) = {d,6). IlpoTHBopeHHe. □ 

JleMMa 3.5. Ecau W paenoMcpHo pcKyppcHmHo, mo ece Byneu us A fieAfimmcfi 6ucm- 
popacmyiu,UMU. 

JJoKasamcAhcmeo. Ecjih b A Jie Bce GyKBbi sbjistotcs 6bicTpopacTyin;HMH, to b (/?°°(ai) 
Hafl^eTca no;];cjioBo Buj^a CoCo/o, h /o - GbicTpopacTymHe 6yKBbi, a r(Co) < {D, 0). 

J^jis Ka>K;];oro k E N npe;i,cTaBHM (/?'^(eo) = V^ekYk, r^e r(efc) = (D, 0) h r(Vfc) < {D, 0). 
Hocjie^oBaTejibHocTb {ck} saKjiioHHTejibHo nepHOflHHHa c hckhm nepno^oM Ti. 

AnajiorHHHo f''{fo) = UkfkU^., r{Uk) < (D.Q), r{fk) = (D,0), nocfle^oBaTejibHocTb 
{/fc} saKjiioHHTejibHo nepHOflHHHa c nepno^oM T2. 
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riycTb cr = Tor^a cymecTByioT xaKHe 6yKBL.i e, / h cjiobo C, hto cr(e) = V'eV, 

aif) = UfU', r(e) = r(/) = (D, 6), r(f/) < (D, 0), r(r) < (D, 6), r(C) < (D, 6), eCf 
- no^cjioBo cBepxcjioBa ip°°{ai). 

BBe^eM o6o3HaHeHHsi: Ek = ip^'\V')ip''-^{V') . . . V'e; = fU' ip{U)ip^{U) . . . ip^~\U)] 

Cu = v^{v) . . . <^^-i(y)/(c)(^'=-Ht/)¥^'-'(f/) ...u. 

JI^jis jiK)6oro k, EkCkFk aBjiaexca no;i,cjioBOM y9°°(ai). Ka>K;i,oe cjie;];yK)in;ee Ek OKaHHH- 
Baexca na npe^t.i;];yin;ee, Ka>K;];oe cjie^yiomee Fk HanHHaexca na npe;];t>i;];yiii;ee. Hs jicmmbi 

EA \Fu 



3]cjieflyeT, hto limfc_>oo y^rj" ~ linife-^oo y^T-j- = oo. Tax Kax Mop(|)H3M ^/^ HBjiHexca necxH- 

paiomHM, TO limfc_^oo I , x| = linifc^oo , , = oo. 

l^(Cfc)l l^(<^fc)l 
Hpe^nojioJKHM, hto = 7/'((/9°°(ai)) SBjiaexca paBHOMepno peKyppeHTHbiM. Tor^a, 

KaK GbiJio noKasano b KOHn;e npe^Bi^ymero paa^ejia, MHOJKecxBO ero KonenHbix no^cjioB 

coBna^aex c mho^kcctbom ho^cjiob - HenepnoflHHHoro CBepxcjiOBa H, nopoacflCHHoro npn- 

MHTHBHoii no^cxaHOBKOH. C jie^oBaxe jiBHo , fljis W BbinojiHeHBi cjie;];yioiri;He cBoiicxBa: 

npe^jio:a<;eHHe 3.6. Cyinecmeywm maKue noAOCHcumeAt>Hue deucmeumeAbHue P u K, 
Hmo 

1. EcAU Ui u U2 - nodcAoea W u \u2\ > -P|iii|, Tno Ui □ U2. 

2. EcAu u ^ W , mo mo Bar ak)6ux deyx pasAUHHux exoMcdenuu u e W ux Aeeue 
KOHU,u Haxodfimcfi na paccmofiHuu ne MeubmeM, hcm K\u\ (nodpasyMeeaemcsi, umo 
K < I.) 

3F K 

BosBMCM xaKoe naxypajiBHoe m, hxo — < — . Hafi^exca xaxoe /c, hxo \il){Ek)\ > 

m\ll){Ck+m)\ H \lp{Fk)\ > m|?/)(Cfc+m)|. 

B W ecTh no^cjioBa il){Ek)4'{Ck+i)''P{Fk) A-na Bcex z = 0, 1, . . . , m. 
Hycxb N = mm{\ilj{Ek)\, \ip{Fk)\}. TaKHM o6pa30M, cymecxByex xaKofl naGop cjiob A, 
B, Ci ^Jia z = . . . m, hxo 

1. \A\ = \B\ = N; 

N 

2- Co < Ci < ■ • • < Cm < — ; 

m 

3. ACiB □ W jiioGoro i. 



Bee ejioBa AC^B, eorjiaeno 13. 6[ mojkho noMeexHXL. b U - no;];ejioBo eBepxejioBa W 

;];jiHHL.i 3PN. Ho npHHn;Hny ^npHxjie, fl^jis KaKHx-xo i n j JieBbie KOHn;L.i ejioB AC^B h 

3FN 

ACjB 6y;i,yx Haxo;],HXbea b ?7 na paeexoaHHH, ne GojibineM . Tor;i,a npaBbie KOHn;t.i 

m 

N 3PN 

3XHX ejioB 6jpyT Haxo^nxbea na paeexoaHHH, ne 6ojibmeM, neu 1 < KN. Cjiobo 

m m 

B BexpexHjioeb eo e;];BHroM, MCHbinHM, neu KN. IIpoxHBopeHHe. □ 

SaMenaHHe 3.7. B pa6ome /ISj donasana npujuepno manan otce ACMJua. 

EejiH y Beex 6yKB aji(|)aBHxa o^HHaKOBbift nopa^^oK poexa, xo D = 0. CymeexByiox 
KOHexaHXbi Ci h C2 xaxne, hxo fljia jiio6oro A; e N h jiioGoh 6yKBt>i a, BbinojiHeno Ci0^ < 
|^((/.^(a,))| < CaG^ 
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IIpe^jiojKeHHe 3.8. AASopumMunecKU mochcho onpedeAumt, oduHanoeue au nopfidnu 
pocma y Byne aAcfjaeuma. Ecau odunaKoeue, mo mochcho fieno ynasamh Ci UC2, a maKCHce 
oyenumb ceepxy u CHUsy hucao B. 

JJoKasameAbcmeo. CnaHajia npoBepHM, oflHHaKOBbie jih nopa^KH pocxa y 6yKB. HanoM- 
HHM, HTo 6yKBa HasbiBaexca peKyppeHTHofi, ecjiH ona npHHa^jiejKHx HeKoxopoii HTepan;HH 
ip OT caMoii ce6s. 

JleMMa 3.9. UopsidKU pocma y ecex 6yK6 odunaKoeue ecAU u moAbKO ecAU y ecex pe- 
Kyppenmnux Byne nopfidnu pocma odunaKoeue. 

floKaaamcAbcmeo. B o;i,Hy cxopony sto ohcbh^^ho, j^oKaJKem b ^pyryio, noKasaB, hto j\Jiii 
J11060H GyKBbi a ecTt. peKyppenxHaa GyxBa c xaKHM jKe nopa^^KOM pocxa. 

PaccMoxpHM nocjie;];oBaxejibHocxb cjiob r^e Mi = a, a cjiobo Wj+i nojiynaexcH h3 
(p{ui) BbiHepKHBaHHeM Bcex peKyppeHXHbix 6yKB. Ecjih KaKoe-xo cjiobo Uk = s, xo, nojit- 
syscb 13. 2[ HecjioJKHO noKaaaxt, hto nopa^oK pocxa Kaac^oro hs Ui SBjiaexca nopa^KOM 
pocxa HeKoxopoH peKyppenxHOH 6yKBt.i. C ^pyrofi cxopoHbi, ^jih KajK^oft 6yKBt.i b Ui^i b 
Ui ecTh xa 6yKBa, h3 Koxopoii ona nenocpe^cxBeHHO BOSHHKjia, nosxoMy, ecjiH |itm+i| > 0, 
xo cpe^H 6yKB cjiob Ui no npnHii,Hny /Jiipiixjie ecxb peKyppenxnaa 6yKBa. □ 

OneBBflHo, Hxo npn saMene if na Lp^ o^HnaKOBbie nopa^KH pocxa ocxanyxca o^HHa- 
KOBL.IMH, a pa3JiHHHL.ie - pasjiHHHBiMii. PaccMoxpHM p - xaxyio cxenenb p, hto ecjiii Oj - 
pcKyppcHXHaa 6yKBa, xo a, C p{ai). J\ji^ KajK^oii peKyppenxHOH 6yKBL.i paccMoxpHM 
orpaHHHeHiie p na xo MHoacecxBo 6yKB, Koxopoe mojkho nojryHHXb hs iixepaii,nHMH 
no;];cxaHOBKn p. /^Jia paccMoxpuM na sxom MHoacecxBc 6yKB Maxpimy no^^cxanoBKn Mj, 
nycxb GyKBc b Maxpime oxBcnaiox nepBaa cxpoxa h cxojiGen;. 

nopji;i,oK pocxa r{ai) - sxo nopa^^oK pocxa BCKxopa Mf{ai) b /i-nopMc. PaccMoxpHM 
>Kop;];aHOB 6a3iic onepaxopa Mi (bosmojkho, npn^^exca KOMnjieKcn(|)iiij;HpoBaxt. npo- 
cxpancxBo). PaccMoxpHM xe >Kop;];aHOBbi KjrexKH, y Koxopbix Mo;i,yjib niicjia na ^^HaroHaxra 
HaHGojiBiuHH. HycxB 3XOX Mo^yjib - 3XO A, H3 npapoflbi onepaxopa Mi cjie^yex, nxo A > 1. 
CpeflH 3XHX KjiexoK B03t.MeM KjiexKy caMoro 6oj[bmoro pasMcpa d. Tor^a cKopocxb po- 
cxa jiio6oro BCKXopa b spMnxoBoii nopMC ne npcBocxo^nx Cn'^~^|A|", npnneM BCKXopa, y 
Koxopbix nopHflOK pocxa Mentme, jieacax b no^npocxpancxBC KopasMepnocxn 1. Tax Kax 
Bce HopMbi B KoneHHOMepnoM npocxpancxBC BKBHBajienxnbi, xo b ncxo^noM (neKOMnaKxn- 
4)Hii;HpoBaHHOM) npocxpancxBC ecxt. BCKXop c nojio>KHxejibnt.iMH Koop^nnaxaMH n xaKHM 
jKe nopa^KOM pocxa nopMbi. SaMexHM, nxo y Bexxopa, cooxBexcxByioiu;ero 6yKBe a^, no- 
pa^oK pocxa ne Menbine (h6o on ne Menbine, ncM nopa^^KH pocxa Bcex ocxajibnbix 6yKB, 
cooxBcxcxByiomnx cxpoKaM MaxpHn,L.i). HxaK, mbi Bbiacnnjin, nxo ecjin r(aj) = {d,9), xo 
6 - 3XO MaKCHMajibnt.iH ns Mo^yjien co6cxBennt.ix ananennn onepaxopa M^, a d - pasMep 

JKOp^anOBOH KJieXKH. 

TaK KaK KOMnjieKcntie nncjia MOJKno npe^cxaBHXt b bh^c Maxpnn; 2 x 2 ns ^encxBH- 
xejibnbix nnceji, xo b cnrnaxype {=,<,0,1,-|-, x} Moacno Bbipasnxt cbohcxbo "jKop^ano- 
Bbi KjiexKH onepaxopa Mj hmciox xaxon-xo bh^; kjicxkh onepaxopa Mj hmciox xaKon-xo 
BHfl; naGopbi MOflyjien coGcxBenntix ananennn, cooxBexcxByiomnx KjiexxaM, ynopa^onenbi 
xaK-xo". 

Hs xeopcMbi TapcKoro-SattflenGepra cjie^yex, nxo paBencxBo r(aj) = r{aj) ajiropnx- 
MnnecKH npoBepaeMO. 

Hycxb yjKe ycxanoBjieno, nxo Bce 6yKBt.i hmciox o;],HnaKOBt.iH nopsiflpK pocxa. B xaKOM 
cjiynae, 3xox nopa^oK - (0, 6) ^jia nexoxoporo 6. 



8 



Ha flOKasaxejibCTBa jieMMbi 13.91 cjie^yex, hto ^ocTaxoHHo yMexb yKasbiBaxb orpaHH- 
HHBaiomHe KOHcxaHXM fljia KajK^oli peKyppenxHoii 6yKBt.i. KpoMe xoro, mojkho yKaaaxt. 
KOHCxaHXbi no^cxanoBKH p. 

HxaK, ML.I cHOBa pa6oxaeM c MaxpHi^eii Mj. OrpaHHHHBaiomHe KOHcxanxbi Ci h C2 

M02CH0 BBIBeCXH, eCJIH H3BeCXHt>i: 

1. BHfl JKop^aHOBOH (jDopMBi (xo ecxb ynopH^OHHBaHHe JKop^aHOBBix KjiexoK no MO^y- 
JI5IM K034)4)Hn;HeHXOB H Hx pasMcpbi); 

2. HH(|)opMan;Ha npo K034)(jDHii,HeHXL.i pasjiojKeHHH Bexxopa (1, 0, . . . , 0) no nexoxopoMy 
JKop^anoBy Gasncy (K034)(|)Hn;Henx npn o^noM ns Gasncnbix BexxopoB, oxBenaron^nn 
HanGojitmeMy co6cxBennoMy ananennio, nenyjieBoii. HaM ^ocxaxonno on,eHKH cnnsy 
na ero oxnomenne k ocxajiBHbiM K03(|)(|)Hn;HenxaM) . 

3. ou;enKH CBepxy na nncjio oGycjioBjiennocxn MaxpHu;L.i nepexo^a k ^annoMy JKop^a- 
noBy GasHcy. 

riepBtiH nynKx ^ejiaexca npHMenenneM xeopeMbi TapcKoro-Saii^enGepra. HoKajKeM, 
KaK MOJKno nojiynnxB on;enKH bo BxopoM n xpexteM nynxxax. Hs ajiropnxMa noncKa >Kop- 
flanoBa Gasnca cjie^yex, nxo cyn],ecxByex MaxpHn;a nepexo^a k acop^^anoBy Gasncy, ko3(|)- 
4)Hu;HenxL.i Koxopoii sBjisroxca pan;HOHajii>Hi>iMH (|)yHKu;HaMH ox Kopnen xapaKxepncxnne- 
CKoro Mnoronjiena MaxpHn;t.i Mj. Snannx, ^jih Bxoporo n xpexbero nynxxoB cyn];ecxByiox 
ou,enKH, HBjiHioniHeca oxnomennaMH ^Byx MnoronjienoB ox Kopnen xapaKxepncxnnecKoro 
MHoronjiena, npn 3xom 3xh on;enKH ne paBnti nyjiio. B xaKOM cjiynae Moacno KaK yro^no 
on;enHxt. cBepxy snanenne anaMenaxejia, a sna^ienHe HHCJinxejia ou;eHHXB cnnsy c noMo- 
u^hjo o6o6n];ennoH xeopeMti JlnyBnjijia. □ 

JJ^ajiee Moacno cnnxaxb, nxo nopa;],Kn pocxa Bcex 6yKB paBnbi. Tor;];a, corjiacno 12.10^ 
aaflany MOJKno CBecxn k cjie^yromen: 

^ano: aji(|)aBnxbi A, B, C; MopcJjnsMbi (/? : C* -> C*, tp : C* ^ B*, g : A* A*, 
h : A* B*, a xaKJKe nncjia C[, Cg, Oi > 1, 02- Hpn 3xom Bce Mop(|)n3Mt>i necxnpaiomne, 
Mop(|)n3M ip npnMnxnBen n npo^ojixcaexca na^ Ci n nsBecxno, nxo C[X^ < \h{g^{ci))\ < 
a^X^ fl^jiii Bcex k n ncKoxoporo A G [61; 02]. 

Onpe^ejiHTb: Bepno jin nxo fljis Bcex naxypajitntix k n 6yKB ai & A Kaacfloe na cjiob 
h{g^{ai)) HBjiHexcH no;];cjioBOM cBepxcjioBa W = 7/'((/7°°(ci))? 

TeopeMa 3.10. dma aadaua aAdopumMuuecKu paspeiuuMa. 

/Ijih /i;oKa3axejiBcxBa noxpeGyexca ssbik cxeM Poan. 

4 CxeMbi Po3H. 

HanoMnnM ocnoBnbie onpe^ejienna n cJiaKxti, CBSsannbie co cxenaMn Posn n onncannbie 
B pa6oxax [U E]. 

rpa(f)OM CO CAoeaMU 6y^eM naatiBaxt cnjibnocBaantin opnenxnpoBannbin rpacj), y ko- 
xoporo na Kaac^oM pe6pe nanncano no fl,B& cjioBa - nepednee n sadnee. TaKace noxpeGyeM, 
nxoGbi KayKfl^as Bepmnna Jin6o nMeex Bxo;i,5in];yio cxenenb 1, a ncxo^^amyio 6ojibme 1, Jin6o 
Bxo^Hmyio cxenenb 6ojibme 1 n ncxo^^amyio cxenenb 1. Bepmnnt.1 nepBoro xnna nasoBCM 
pa3damui,UMU, a Bxoporo - co6upamm,UMU. 
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Uymb B rpa4)e co cjiosaMH - sto nocjieflOBaTejibHOCTb peSep, KajK^oe cjie^yiomee 
H3 KOTopbix BbixoflHT H3 TOH BepniHHbi, B KOTopyK) BxoflHT npeflbiflymaa. CuMMempuH- 
Huu nymb - sto nyxb, nepBoe pe6po KOToporo HanHHaeTca b co6Hpaioii],eH BepniHHe, a 
nocjieflHee pe6po KOHnaeTca b pa3flaioin,eH. 

KaacflBiH nyTb MoacHO aanncaTb cjiobom nafl aji4)aBHT0M - MHOxcecTBOM peSep i pa4)a, 
H 3T0 cjiOBO HasbiBaeTCfl pe6epuou aanucbw nymu. ^Jifl flByx nyTen BtinojiHfliOTCfl otho- 
meHHfl nodnymu (nHineM si □ S2), Hana/ia hjih KOHy,a, ecjin fljia hx peSepHbix sannceii 
BbinojiHHioTCH cooTBeTCTBeHHO OTHomeHHH Ho^^cjioBa, Hanajia HJIH KOHn;a. KpoMe Toro, 
HHineM Si S2, ecjiH ^jih cooTBeTCTByioin,Hx cjiob ui r U2 - pe6epHt>ix sanHceil iiyxeii 
Si H S2 - BbinojiHeHO Ui U2- EcjiH nocjieflHee peSpo nyTH si Hflex b Ty ace BepniHHy, 
H3 KOTopoii BbixoflHT nepBoe peSpo ny™ S2, nyTb, peSepnafl aanncb KOToporo aBjiaeTca 
KOHKaTeHai^Heii pe6epHbix aannceii nyTeii si h S2, Sy^eivi o6o3HaHaTb siS2- 

JXjis KayKflpro nyxH s b rpacjie co cjioBaMH onpe;];ejiHM nepednee CAoeo F{s). IlycTb 
V1V2 ■ ■ - Vn - peGepnaa aanncb nyTH s. B V1V2 . . . Vn BosbMeM no^nocjie^oBaxejibHOCTb: 
BKjiiOHHM B nee Vi, a Taicace xe h tojibko tc peSpa, Koroptie Bbixoflax h3 pa3flaioni,Hx 
BepniHH rpa4)a. 3th peSpa HaaoBeM nepednuMU o6pa3ywmuMU d/iH nymu s. Bo3bMeM 
nepeflHHG cjioBa sthx peSep h aannmeM hx nocjieflOBaTejibHyio KOHKaTeHan;Hio, sto h 
SyfleT F{s). 

SaMeHciHHe 4.1. Sanucb \s\ o5o3HaHaem d/iuny nymu, Komopan uauepfiemcfi e pe6pax. 
\F{s)\ - amo d/iuna cjioea. 

AHajiorHHHO onpeflejiaeTCfl B{s). B V1V2 ■ ■ - Vn B03bMeM peSpa, Bxoflfln],He b coSnpaio- 
m;He BepniHHbi h peSpo v„ b nopaflKe cjieflOBaHna - sto sadnue oSpasymuJiUe d/iH nymu 
s. Torp^a nocjie^^oBaxejibHOH KOHKaTeHan;HeH aaflHHx cjiob sthx peSep nojiyHaeTCfl aaduee 
cjioeo B{s) nymu s. 

Onpe/],ejieHHe 4.2. Ecjm S - CHjibHOCBHSHbifl rpacj), ne HBjiHioin;HHCH n;HKJioM, h s - nyTb 
b rpa4)e, to ecTecTBennoe npo;],oji>KeHHe iiyTH s BiipaBO - sto MHHHMajibHbiH nyTb, nana- 
jioM KOToporo HBjiHCTCH s H KOTopbiH oKannHBacTCH B pa3flaioLn;eH Bepmnne. EcTecTBen- 
Hoe npoflOJ[JKeHHe nyTH s bjecbo - sto MHHHMajibHbiH nyTb, KOHn;oM KOToporo flBj[5ieTC5i 
s H KOTopbiH HaHHHaeTCfl B co6Hpaion],eH BepniHHe. 

OnpeflejieHHe 4.3. FpacJ) co cjroBaMH Sy^eT iiBj[flTbC5i cxcmou Po3w fljis peKyppenTHoro 
CBepxcjiOBa W, ecjin on y^OBjieTBopfleT cj[eflyioni,HM CBoficTBaM, KOTopbie b flajibmeHmeM 
6yflyT nasbiBaTbCfl ceoucmeaMU cxcm Po3u: 

1. FpacJ) cHj[bH0CB5i3eH H cocTOHT 6oj[ee HeM H3 oflHoro pe6pa. 

2. Bee pe6pa, ncxojisux'ae ns ofl;HO& pa3;];aioin;eH Bcpmnnbi rpacjia, hmciot nepe^^nne 
cjioBa c nonapno pasnbiMH iiepBbiMH 6yKBaMH. Bee pe6pa, Bxofl3iu;He b oflny co6h- 
paiomyio BepniHHy rpa(|)a, nivieiOT 3aflHHe cjiOBa c nonapHO pa3HbiMH nocjieflHHMH 
6yKBaMH. 

3. P,Jis jiio6oro cHMMeTpnnnoro nyTH, ero nepednee h 3aflnee cjioBa coBna^aioT. To 
ecTb MoacHO roBopnTb npocTO o cjroBe CHMMeTpn^noro nyTH. 

4. Ecjm ecTb flba CHMMeTpHnnbix nyTH Si h S2 h Bbmojrneno F[si) -^(^2), to 

-Sl ^fc S2. 

5. Bee cjroBa, HanncanHbie na peSpax rpa4)a, aBjEsnoTCfl noflCJiOBaMH W. 
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6. J^Jiii jiio6oro u - noflCJioBa W cymecxByex cHMMeTpHHHbiH nyxb, cjiobo Koxoporo 

COflepJKHT u. 

7. JX^^ Jiio6oro pe6pa s cymecxByex xaKoe cjiobo Us, npHHa^jiexcamee W, hto jik)6oh 
CHMMexpHHHbiH nyxb, CJIOBO Koxoporo co^epjKHX Us, npoxo^HX no pe6py s. 

OnopnuM pe6poM b cxcmc nasbiBaexca jiio6oe pe6po, Bxo^amee b paa^aiomyio BepniH- 
Hy H Bbixo^amee h3 coGnpaiomeii. B jiio6oii cxcmc Posh npucyxcxByex xoxa 6hi o^ho onop- 
Hoe pe6po, h y KaJK^oro onopnoro pe6pa nepeflnee cjiobo paBHO aa^HeMy. Macmma6oM 
cxcMbi Posh nasbiBaexca HaHMeHbinaH hs ^jihh cjiob na onopHbix pe6pax. B [6j noKasano, 
KaK HenepHo;];HHHoro pexyppeHXHoro CBcpxcjioBa nojiynaxb c noMombio epacfioe Posu 
cxeMy Posh ckojib yro;i,Ho Gojibinoro Macmxa6a. 

Onpe^ejiHM aeoAmv^um {W,S,v) cxcmbi Posh S ho onopnoMy pe6py v: nycxb {xj} - 
MHOJKecxBo pe6ep. Bxofl5iiu;Hx b nanajio f , a {ui} - mhojkccxbo pe6ep, npyuxva^ hs KOHi];a v 
(sxH ^Ba MHOJKccxBa Moryx nepeceKaxbca) . OGosnanHM F{yi) = Yi, B{xi) = Xi, F{v) = 
V. PaccMoxpHM Bce cjioBa BH^a XiVYj. Ecjih xaKoe cjiobo ne bxo^hx b W, to napy (xj, yj) 
HasoBeM riAoxou, b hpoxhbhom cjiynae - xopomeu. TaKJKc xopomeu hjih uaoxou 6y^eM 
nasbiBaxL. cooxBcxcxByiomyio xpoHKy pe6ep {xi,v,yj). 

HocxpoHM rpacj) S'. Oh nojiynaexca hs S saMCHOH pe6pa v na K^^j.-y^^^y .y, r^e Km,n ^ 
nojiHbiH flByflOJEBKbiH xpacj). Bojiee noflpoGno: pe6po v y^ajiaexcH, ero nanajio saMenaexca 
Ha MHOJKecxBo {Ai} HS #{xj} BepniHH xaK, hxo fljra jiioGoro i pe6po n^ex b Ai] Konen; 
pe6pa V saMenaexca na mhojkccxbo {Bj} hs jj^{yj} BepniHH xaK, hxo jiioGoro j pe6po 
yj Bt.ixo;];HX HS Bj] bboj^stcsi pe6pa {fjj}, coe^HHHiomHe BepmHHbi MHoacecxBa {Ai\ c 
BepniHHaMH MHOJKecxBa {Bj}. 

Ho cpaBHeHHK) c S", y rpacjDa 5" Hex pe6pa v, ho ecxb hobbic pe6pa {vij}. OcxajibHbie 
pe6pa rpacj) 5* BsaHMHo o^HosHaiHo cooxBexcxByiox pe6paM rpacj^a S". CooxBexcxBennbie 
pe6pa B HcpBOM h BxopoM rpacjDC sanacxyio 5y^yx oGosnanaxBca o^hhmh h xcmh >Ke 
6yKBaMH. 

Ha pe6pax 5" paccxaBHM cjioBa cjie^yiomnM oGpasoM. Ha Bcex pe6pax S", xpoMc pe6ep 
H3 {yi} H {fj.j}, HepeflHHe cjioBa HHinyxca xe jkc, hxo h nepe^HHe cjioBa cooxBexcxBCHHtix 
pe6ep B S. /I,ji3 KajK^oro z h j, nepe^nee cjiobo pe6pa yj b S' - 3xo VYj. Hepe^nee cjiobo 
pe6pa Vij - 3XO Yj. Anajiornnno, na Bcex pe6pax, xpoMc pe6ep hs {xj} h {vij}, sa^nne 
cjiOBa HepeHOC3xc3 c cooxBcxcxByiomnx pe6ep S; ^jih bccx i m j b KanecxBC sa^^nero cjioBa 
pe6pa Xi BOSBMCM XiV, a b xanecxBe sa^^nero cjioBa pe6pa Vij - Xi. 

Tenepb HocxpoHM rpacj) 5"'. Pe6pa Vij, cooxBexcxByiomne hjioxhm napaM (xj, yj), naso- 
BCM uAoxuMu, a Bcc ocxajiBHbie pe6pa rpacjja S' - xopomuMu. FpacJ) S" nojiyHaexcH, rpy6o 
roBopa, y^ajicHHCM hjioxhx pe6ep hs S' . Bojiee xohho, b rpa(|)e S" pas^aiomne BepniHHbi 
- HO^MHOJKCCXBO pasflaioin;HX Bepmnn S' , a co6Hpaioiii;He BepniHHbi - ho^mhojkccxbo co- 
6Hpaioin;HX Bepmnn S' . B rpa(|)e 5" 3xh no^MHOJKecxBa - BepmnHti, hs Koxoptix bbixo^hx 
6ojiee o^Horo xopomero pe6pa, h BepmHHbi, b Koxopbie bxo/i;hx 6ojiee o^Horo xopomero 
pe6pa cooxBexcxBCHHO. HasoBCM b S' BepniHHbi 3xhx ^Byx noflMnoJKecxB S' nencnesa- 
lomHMH. Pe6pa B rpa(|)e S" cooxBexcxByiox xaxnM nyxaM b S' , Koxopbie H;i,yx jinnib no 
xoponiHM peGpaM, nannnaioxcH b nencnesaiomnx Bepmnnax, saKannnBaioxca b nencnesa- 
ioiu;hx, a Bce npoMeJKyxonnbie Bepmnnbi Koxopbix ne hbjihioxch nencnesaiomnMn. 

HecjroacHO noKasaxb, nxo S" - cnjibnocBasnbin rpa(|), ne HBjiHiomHHca n,HKjioM. Y 
Kaacfloro peGpa b S" ecxb ecxecxBennoe npo^^ojixcenne Bnepe^i; n nasa^. EcxecxBennoe 
npo^ojiJKenne Bnepe^ cooxBexcxByex nyxn b S'; nepe^nee cjiobo 3xoro nyxn b S' bosb- 
MCM B KanecxBe nepe^nero cjioBa ^jih cooxBexcxByiomero pe6pa S" . Anajiornnno ^jih 
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saflHHX cjiob: y pe6pa b S" ecTh ecxecTBeHHoe npo^ojiJKeHHe BjieBO, 3TOMy nyxH b S" 
cooTBCTCTByeT nyxb b S'. Sa^nee cjiobo 3Toro nyxH h 6y^eT sa^HHM cjiobom pe6pa b 5"'. 

Onpe^ejieHHe 4.4. nocTpoeHHbm xaKHM o6pa30M rpacj) co cjioBaMH S" naaoBeM 9Ae- 
MenmapHou aeoAmv^ueu {W, S, v). 

TeopeMa 4.5. dAeMeHmapHan seoAmv^uH {W,S,v) fieAHemcH cxcmou Posu Bar ceepx- 
cAoea W (mo ecmb ydoeAemeopRem ceoucmeaM 1—7 onpedeAenufi \4.^ . 

Onpe^ejieHHe 4.6. HycTb S - cxena Posh cBepxcjioBa W . Ha ee peGpax mojkho 
HanHcaxt. pasjiHHHbie HaxypajibHtie HHCJia (hjih napti hhccji). TaKyio cxeMy mbi naso- 
BeM HyMepoeaHHou. Ecjih c pe6ep nponyMepoBaHHOH cxeMbi cTepext cjioBa, nojiynnxca 
oBACdHeHHafi HyMepoeauHafi cxeMa. 

Onpe^ejieHHe 4.7. Memod 360Amv;uu - sxo 4)yHKii;H3, Koxopaa KajK^oii oGjierneHHOH 
npoHyMepoBaHHOH cxene (c HyMepan;HeH, ^onycKaromeii ^Bofinbie HH^eKCbi) ^aex axon 
>Ke cxeMe HOByio HyMepaii;Hio, xaKyio, hxo b neii Hcnojitayioxca HHCjia ox 1 n ^jia 
HCKoxoporo n no o^HOMy pasy KajK^oe. 

3a(|)HKCHpyeM KaKOH-jTH6o Mexo^ 3Bojiion;HH h ^ajiee ne 5yfleM ero Menaxt.. 

CpeflH onopHbix pe6ep nponyMepoBaHHOH cxeMbi S bosbmcm pe6po v c HaHMenbinHM 
HOMepoM, H coBepmHM sjieMeHxapnyio 3Bojiion;Hio {W^S^v). YKajKeM ecxecxBeHHyio ny- 
Mepan;HK) hoboh cxeMti. 

HanoMHHM, Hxo cHanajia cxpoHxcH cxeMa S", a noxoM - S" . B cxene S' Bce pe6pa 
MOJKHo npoHyMepoBaxb no cjieflyiomeMy npaBHjiy: pe6pa KpoMe v coxpansiox noMepa, a 
peGpa BH^a Vij nyMepyiox cooxBexcxByiomHM flBonnbiM nn^eKCOM. 

'KsjKjxoe pe6po b cxeMe S" - 3xo neKoxopbifl nyxb no peGpaM cxeMbi S", pasjiHHHbiM 
pe6paM H3 S" cooxBexcxByiox b S' nyxn c nonapno pasjinnnbiMH nepBbiMH pe6paMH. 
TaKHM o6pa30M, pe6pa cxeMbi 5"' Moacno nponyMepoBaxb noMepann nepBbix pe6ep coox- 
BexcxByioni,HX nyxeii S' . Tenepb npHMennM k oGjierneHHOH nyMepoBannoii cxene S" Mexo^ 
3BOjiion;HH. riojiynnxca noBaa oGjiernennaa nyMepoBannaji cxeMa, n b HyMepoBaHHoii (ne 
oGjiernennon) cxeMe S" nepenyMcpycM pe6pa cooxBexcxBennbiM o6pa30M. 

Onpe^ejieHHe 4.8. Onncannoe Bbime cooxBexcxBne, cxaBamee nyMepoBannoH cxeMe Po- 
sh flpyryio nyMepoBaHHyio cxeMy Posh, nasoBCM demepMeHupoeaHHOu seoAmuueu. By^eM 
o6osnanaxb 3xo cooxBexcxBne S" = Evol{S). 

Onpe^ejieHHe 4.9. HpHMenaa ^exepMenHpoBaHnyio 3Bojiion;Hio k nyMepoBaHHofi cxeMe 
S MHoro pas, nojiynaeM nocjie^oBaxejiBHocxb nyMepoBannbix cxeM Posh. KpoMe xoro, na 
KaJK^OM mare nojiynacM mhojkccxbo nap nnceji, sa^aron^ne njioxne napt.1 pe6ep. Upo- 
moKOA demepMeMUHoeaHHOu aeoAwyuu - 3xo nocjie;];oBaxejibnocxb xaxnx mhojkccxb nap 
nnceji n o6jiernennt.ix nyMepoBannbix cxcm. 

Hs onpe;];ejienHH 3JieMenxapnoH 3BOjiion;HH cjie^yex 

npe^jio:a<;eHHe 4.10. 06AesHeHHa^i nyMepoeaHHasi cxeMa Oasi Evol(iS') odnosHaHHO onpe- 
deAHemcR no oBAezHeuHou HyMepoeauHou cxeMe S u MHOotcecmey nap hucca, sadamiu^ue 
nAoxue napu pe6ep. 
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IIpe^jiojKeHHe 4.11. KaotcdoMy cuMMempuHHOMy nymu e Evol{S) coomeemcmeyem 
cuMMempuHHUu nymb e S c manuM otce caobom; dAuna coomeemcmeywineeo nymu e 
S He MCHbrne, hem e Evol{S) (cmpoumcH coomeemcmeue maK: Evol{S) = S" ecme- 
cmeeHHUM odpaaoM eKAadueaemcH e S' , a nocAe npuMeHHemcH omodpaotceHue nymeu 
f^^, onucaHHoe e J^). ITpu amoM coomeemcmeuu coxpaHHemcR omuomeHue C^, a maK- 
ofce omHomeHUR "uauaAa nymu" u "nonya nymu". Onopnoe pe6po, no KomopoMy deAaAach 
aeoAmyuH, ne coomeemcmeyem e Evol{S) HunanoMy nymu. /Jasi ak)6o20 cuMMcmpuH- 
Hoeo nymu e S, ne fieAmfim,e20Cfi amuM onopnuM pe6poM, e S cyuj,ecmeyem MunuJuaAh- 
Huu cuMMempuHHUu nymb, coomeemcmeymu^uu ncKomopojuy cuMMcmpuHHOJuy nymu e 
Evol{S). Bee eoomeemcmeymui,ue nymu mochcho onpedeAumt> no odAeenenHUM nyjuepo- 
eauHUM cxeMUM. 

B pa6oTe [4J ^^oKasana cjie^^yiomaa xeopeMa: 

TeopeMa 4.12. Ecau W - npuMumuenoe nodcmanoeoHHoe nenepuoduHHoe ceepxcAoeo, 
mo npomoKOA ezo demepMenupoeaHHOu aeoAtoyuu nepuoduuen c npednepuodoM. 

EEpH 3TOM npe^nepHo;]; h nepno^ ajiropHTMHHecKH naxo^Hxca no Mop(|)H3MaM, nopoJK- 
flaromHM cjioBo W . 

Onpe^ejieHHe 4.13. Ecjin S - cxena Posh cBepxcjioBa VF, a T - naxypajibHoe 
HHCjio, TO B cooTBCTCTByiomeH oGjiemeHHOH HyMepoBaHHoit cxene mojkho yKaaaxb, Ka- 
KHe H3 cHMMeTpHHHbix nyTCH jxjmmA He Gojiee T sBjiHioTca ^onycTHMbiMH. 3tot naGop 
(oGjierneHHaa nyMepoBaHHaa cxeMa + Ha6op ;];onycTHML.ix nyxefi ne ;i,jiHHHee T) ^yj\eM 
HasbiBaTb T—paspyAeHHOu cxeMou. 

Ha flOKasaxejibCTBa xeopeMbi 14.121 (cm. |3]) BbiTeKaex cjieflyioinee npefljioJKeHHe: 

npe^jio:a<;eHHe 4.14. Ecau W - npuMumuenoe nodemanoeoHHoe eeepxcAoeo, a T - 
npouseoAbHoe hucao, mo Bah npomoKOAa demepMenupoeaHHOU seoAwuuu nocAedoeameAb- 
Hocmh eoomeememeytoui^ux T —paspyAeuHux exeju nepuoduuna e npednepuodoM. Onfimt 
9fce, npednepuod u nepuod aAdopumMuuecKU naxodfimcfi. 



5 HocTpoeHHe ajiropHTMa ^jia xeopeMbi 13.101 

npe^jio:a<;eHHe 5.1. Uyemh W = '0(v9°°(ci)) - nenepuoduHHoe npuMumuenoe eeepxcAO- 

60. 

1. MoMCHo sieno naumu manoe hucao P, nmo ecAU ui u U2 - nodcAoea W u \u2\ > 
P\ui\, mo Ui C U2. 

2. MooiCHo HeHo naumu manoe hucao C , umo ecAu u C W , mo mo dAR awBux deyx 
pasAUHHux exocHcdcHuu u e W ux Aceue koh%u HaxodnmcH na paccmoHHUu ne 

MCHbUlCM, HCM C\u\. 

3. MocHCHO Heno naumu manoe hucao Cmax, ^f^o e awBou cxcmc Posu S dAuna CAoea 
AmBodo donycmuMoso nymu ne Mcnee CminMn, dde n - noAunecmeo pe6ep e nymu, 
a M - Macmma6 cxcmu S. 
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4- MooiCHO HBHO Haumu maKoe uucjio Cmin, '^Tno e Amdoil cxcmc Po3u S dAuna ak)6oso 
nepedneso u sadneso CAoea na pe6pax cxcmu ne npeeocxodum CmaxM , sde M - 
MacmmaB cxcmu S. CAcdoeamcAtHO, ccau nymh codcpoKum n pe6cp, mo dAuna 
ncpcdnceo u sadncso CAoe amoso nymu hc npeeocxodum CmaxMn. 

5. Macmma6 cxcmu Evol{S) hc MCHhiue Macmma6a cxcmu S. Mochcho sieno naumu 
manoc Cm, '^'mo Macmma6u cxcm Evol{S) u S omnocfimcfi hc 6oacc, hcm e Cm pas 

dAfl AK)60U CXCMU S. 

/^OKaaaxejibCTBa Bcex yTBep>K;];eHHii npe^jioacenHH 15.11 mojkho naiiTH b |1] . 

JJ^ajiee cjiobo W, a xaKJKe Mop(|)H3Mt.i ip n i/j cHHxaeM HeHSMeHHbiMH. 

HycTB s - cHMMeTpHHHbiH nyxb no peGpaM cxeMbi S. HycTb nocjie;];oBaTejibHocTt. ero 
pe6ep - 3TO vi,V2, ■ ■ ■ ,Vn- ripe^nojiojKHM, hto Vi-i^jVi^, . . . , Vi^ - ero nepe^nne oGpaayio- 
in;He. Ecjih ^jinna cjioBa F{s) npeBocxo^HT CmaxM, to nepeflHHx oGpaayiomnx pe6ep 6o- 
jiee o^Horo. IlyTB viV2 ■ ■ ■ Vi^-i xaKJKe HBjiaexca cHMMexpHnHBiM. By^eM o6o3HaHaTB ero 

Sright H nO OTHOIUeHHIO K S HaSblBaTB ypCSaHHUM CUpaoa. TaK KaK F{s) = F {s right) F{'^im)i 



AnajiorKHHO onpeflejiaeTca nyxt s^e/t, KOToptifi SBjiaeTca no OTnomennio k s ypcsan- 
HUM cAcea. 

Ecjih F{s) > 2CmaxM, to cymecTByex nyTb {sieft)right = {sright)iefu KOTopbin Gy^eM 
o6o3HanaTb cut(s). OneBH;i,no, F{s) = B{vi) cut(s)F(f2) fl,Jis nexoTopbix pe6ep Vi n V2. 

HycTB S - cxeMa Posh fl^jis cBepxcjioBa W, A - cjiobo. Ecjih A □ W, to ^ □ F{s) 
fljis HeKOToporo ^onycTHMoro nyxn s. 

Onpe^ejieHHe 5.2. JIio6oh MnnnMajibntiii no BKjnonennio nyxb s 6y^eM oGosnanaxb 
1{S,A). 3;i;ecb 5" - cxena, A - cjiobo. ^ajiee Gyfl^T noxasano, nxo bo Mnornx cjiynaax 
xaKOH nyxt. e^^nncxBennbin. 

JleMMa 5.3. JjAuna cAoea nymu 1{S,A) hc npceumacm \A\ + 2CmaxM . 

/(oKaaamcAbcmeo. Ilycxb s = 1{S, A). Cjiobo F{s) mojkho npe;];cxaBHXb b bh^^c Konxaxe- 
nan,HH B{vi)F{cnt{s))F{v2). B sxom cjiobc co^^epxcnxcH A, no npn sxom A ns-aa mhhh- 
MajibnocxH s ne co;i,ep>KHXca b B{vi)F{cut{s)) = F{sright) h b F(cut(s))F(f2) = F{sieft)- 
Cjie;];oBaxejibno, A = uiF{cut{s))u2 flJia neKoxoptix; nenycxBix ui n U2- A KaK mbi anaeM, 



JleMMa 5.4. Cyuj,ccmeycm maKoc hucao K , umo ccau M - Macmma6 cxcmu S, a dAuna 
\A\ HC MCHbuic KM, mo 1{S,A) cduncmecHCH. 

/(oKasamcAbcmeo. 3a(|)HKCHpyeM o^^nn MnnnMajifenbin nyxb s. TaKJKe paccMoxpnM npo- 
H3BOjibnt.iH MHnHMajibnt>iH nyxb s'. Hs ^^OKasaxejibcxBa jicmmbi 15.31 cjie^yex, nxo A = 
uiF{cnt{s))u2 flJia ncKoxoptix nenycxtix ui n U2. TaK KaK A □ F{s'), xo F(cut(s)) C 
F{s'). Ho CBOHCXBy 4 cxeM Poan, cut(s) C s'. /],jiHHbi cjiob F(cut(s)) n F{s') oxjinnaioxca 
ne 6ojiee, ncM na AMCmax, cjie^oBaxejitno, ecjin \j^^^l^max < ™ Y cjioBa F(cut(s)) 
poBno o^no Bxo>K;i,enne b F{s'). BbinojinennH sxoro nepaBencxBa jierKO ;i,ocxHnb, BbiGnpaji 
;];ocxaxonno Gojibmoe K. 

Hycxb V1V2 . . . w„ - pe6pa nyxn s', npn sxom pe6pa v^, Vk+i, ■ ■ - Vi oGpasyiox nyxb cut(s). 
Tor^a B{vk-i)F{cut{s))F{vi+i) C F{s'). TaK KaK y F(cut(s)) poBno o^no BxojK^enne b 
F{s'), TO H U2 nannnaioxcii na o^ny n xy jkc 6yKBy, a B{vk~i) 11 Mi Konnaioxca 

na o^ny n xy jkc 6yKBy. CjieflOBaxejit.no, y nyxen s n s' nepBoe pe6po nocjie BxojKflenna 



xo F{Sright) > F{s) - CmaxM. 




□ 
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cut(s) o^HO H TO TKe (a HMeHHO TO, nepe^Hee cjiobo KOToporo HaHHHaeTca c nepBofi 6yKBL.i 
cjioBa ui.) AnajiorKHHo, pe6po nenocjie^cTBeHHo nepe^ BxojKflenneM cut(s) o^ho h to >Ke. 
Cjie^oBaTejiBHo, s' co^epjKHT nyTt s. Ha MHHHMajitHocTH cjie^yeT, hto s = s'. □ 

IIpe^jiojKeHHe 5.5. Ecau S - cxeMa c Macmma6oM M , s - donycmuMuu nymb, \A\> 
KM, s, A = uiF {cni{s))u2 Bar Henycmux ui, U2. Tosda 1{S,A) = s. 

JJoKasameAbcmeo. HycTt A □ F{sright)- Tor^a y -F(cut(s)) ecTb BxojK^eHHe b A C 
F {right), He aBjisiomeecH ero KOHn;oM. Ho y cjioBa F(cut(s)) ecTb poBHO o^ho bxojk- 
fleHHe B F(s) (cm. ^oKaaaTejibCTBo jieMMbi [53]) . HpoTHBopeHHe. 

AnajiorHHHO ^OKastmaeTCH, hto F{sieft) He co^epjKHT A. Cjie^oBaTejibHO, s = 1{S, A). 

□ 

JTeMMa 5.6. Uycmb S - cxeMa Macmma6a M , a Oauhu CAoe A u B ne Menee KM. 
Tosda nymh 1{S,A) - nauaAO nymu 1{S,AB). 

JJoKasameAbcmeo. HycTt V1V2 . . . f „ - nocjieflOBaTejiBHocTt. pe6ep 1{S, AB). Jlns neKOTo- 
poro k, Vk+iVk+2 ■ ■ - Vn - nocjieflOBaTejiBHocTb pe6ep nyTH 1{S, AB)ieft. Tor^a AB = U1U2, 
B{vk) KOHHaeTca na Mi h F{vk+iVk+2 ■ ■ -Vn) nanHHaeTca na U2- Tax xax < CmaxM < 
\A\, TO A = U1U3. Cjiobo F{l{S, AB)ieft) HanHHaeTca na U3, cjie;];oBaTejit>Ho, cymecTBy- 
eT TaKoe MHHHMajibHoe k', hto Vk+iVk+2 ■ ■ - Vf - cHMMeTpHHHbm nyTb, cjiobo KOToporo 
HaHHHaeTca c ^3. /^oKaaceM, hto 1{S,A) = V1V2 ■ ■ ■ Vk' ■ B caMOM fl^jie, 

A = Mi% ^ B{Vk)F{Vk+lVk+2 ■ ■ ■ Vk') = F{viV2 ■ ■ ■ Vk'). 
Hs MHHHMajIBHOCTH k' CJIC^^yCT, HTO % = F {{Vk+lVk+2 ■ ■ ■ Vk') right)u4: JXJIS HCKOTOporO 

HcnycToro U4. Cjie^oBaTCJibHo, A = uiF{cnt{viV2 . . .Vk'))u4. YTBep^KfleHHe jicmmbi cjie- 
pyeT H3 npe;];jio>KeHH3 15.51 □ 

Hs ;];oKa3aTejibCTBa stoh jieMMbi cjie^yeT cjieflyromee npefljioaceHHe: 

npe^jio:a<;eHHe 5.7. Uycmb S - cxeMa Macmma6a M , a Oauhu caog A u B ne Menee 
KM. Ecau F{l{S,A)) = uiAu2, a F{l{S,AB)) = u^ABu^. Tosda m = U3. 

JleMMa 5.8. Uycmb S - cxcMa Posu cacmma6a M , CAoea A,B,C UMcmm dAuny 6oAee 
KM, cAoea AB u BC fieAfimmcfi nodcAoeaMU W. Tosda cAcdyimnue ycAoeufi aneuea- 
ACHmHu: 

1. Caobo ABC fiGAfiemcfi nodcAoeoM W. 

2. CnACUKa nymeu 1{S, AB) u 1{S, BC) no nymu 1{S, B) sieAsiemcsi donycmuMUM ny- 
mcM (co2Aacno acmmc \57^ nymb 1{S,B) neAHcmcH KonyoM 1{S,AB) u nauaAOM 
1{S, BC)). MnaHc soeopsi, nymhl, uMcmui^uu dAuny \1{S , AB)\ + \l{S , BC)\ — \l{S, B)\ 
u manou, umo 1{S, AB) neAfiemcfi nauaAOM nymu I, a 1{S, BC) - KonyoM I, hbah- 
emcfi donycmuMUM. 

Upu amoM nymcM 1{S,ABC) 6ydem neAHmtcfi nocmpoennuu nymb I. 

floKaaamcAhcmeo. Hpe;];nojio>KHM, hto ABC C W. PaccMOTpHM nyTb s = 1{S, ABC). 
CorjiacHo jicmmc 15. 6[ 1{S,AB) HBjiHCTca nanajioM s, a 1{S,BC) - KOHn;oM s. HycTb 
F{ABC)=uiABCu2. Tor^a, corjiacno [521 F{l{S,AB)) = uiABus, a F{l{S,BC)) = 
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U4:BCu2- TaKJKe nyxb 1{S, B) HBjiHeTca KOHn;oM nyxH 1{S^ AB) h HanajioM nyxH 1{S, BC), 
a cjioBo F{l{S, B)) npe^cTaBjiaexca b BH^e u^Bu^. 

HycTb viV2- ■ - Vn - nocjie^oBaxejiBHocTb pe6ep s. Tor^a HafiflyTcs xaKHe fci h ^2, hto 
1{S, AB) = V1V2 • • • ffci H 1{S, BC) = Vk2Vk2+i ■ ■ - Vn- npe^nojiojKHM, hto ki < ^2. Tor^a 
paccMoxpHM MHHHMajibHbm CHMMeTpHHHbm nyxb s' , nocjieflfiee pe6po KOToporo - ffc^. 
Tax KaK -B(s') = B^Vk^), to F{s') < CmaxM. C ;i,pyroH cxopoHbi, 

F{s') + F{s) = F{viV2 ...Vk,) + {F{s') + F{vu,vu,+i . . . v^)) > F{l{S, AB)) + F{l{S, BC)). 

Ho npaBaa nacxb npeBocxo;];HT jieByio xot3 6t.i na \B\ — CmaxM. HpoTHBopeHHe. TaKHM 
o6pa30M, fci < A;2 H mbi MoaceM paccMoxpexb CHMMexpHnHbiH nyxb ffcj'i'fca+i ■ ■ - Vk^. JXjinHa 
cjioBa sxoro nyxH 

\F{vk2Vk2+i---Vk,)\ = \F{l{S,AB))\ + \F{l{S,BC))\ - \F{s)\ = \u,\ + \B\ + \u,\. 

y cjioBa F{l{S,B)) xaxaH jkc ^jiHHa h oho xaxace aBjiaexca oKOHHaHHCM cjioBa F{l{S, AB)), 
Cjie;i,OBaxejibHo, F{vk2Vk2+i ■ ■ - Vki) = F{l{S, B)) h Vk2Vk2+i ■ ■ - Vk^ = 1{S, B) no 4-My cboh- 
cxBy cxeM Posh. Snannx, ;];onycxHMt>iH nyxb s - 3xo nyxb 4)HrypHpyioiu;HH bo BxopoM 
ycjioBHH. ^oKaaana HMnjiHKai^na 1-^2. 

ripe^nojiojKHM xenept., hxo BtinojiHeno Bxopoe ycjiOBHe. JXoKayKeu, hxo F{1) coflep- 
>KHX ABC. BocnojibsyeMca npejjioaceHHeM [STl h npe^cxaBHM cjioBa b cjie^yioin;eM BH^e: 
F{l{S,AB)) = U1ABU2, F{l{S,BC)) = U3BCU4, F{l{S,B)) = U3BU2. Hycxt ViV2...Vn 
- nocjie^oBaxejiBHocxb pe6ep nyxn /, npn sxom paccMaxpHBaeMbm no^nyxb 1{S, B) - sxo 
Vk^Vk^+i . . .Vk2- 05o3HaHHM D = F{vk2+iVk2+2 ■ ■ - Vn)- Tor^^a u^BCui = U3BU2D, cjie- 
flOBaxejiBHo, Cu4 = U2D. Ho F{1) = U1ABU2D = uiABCu^. /^oKasana HMnjiHKai^HH 
2^1. □ 

Onpe^ejieHHe 5.9. Bee noj\cjioBa. eBepxejioBa g°°{a), HMeiomHe fljinny 1 hjih 2, nasoBCM 
g—ucmoHHUKaMU. 

Bee 51— nexoHHHKH, eorjiaeno I2.2[ naxo^axea ajiropHXMHneeKH. Hyexb hx KOJinneexBo 
paBHo m. 

Onpe^ejieHHe 5.10. CjioBa h{g^{qi)), h{g''{q2)), . . . , h{g''{qm)), rfle g^-axo (7— nexoHKHKH, 
HaaoBCM pa6oHUMu cAoeajuu nopfidna k. 

npe/],Jio>KeHHe 5.11. Mochcho naumu maKue noAootcumeAhHue hucaq Ci u C2, 'Hmo Bah 
A'K)6ux k eN u g—ucmoHHUKa qi eunoAHeno CiX^ < \h{g'^{qi))\ < C2X'' ■ 

J\ajiee (|)HKeHpyeM nnejio T. Oho npe^nojiaraexea /i;oexaxoHHO Gojibiuhm; hbho yxa- 
JKCM ero noa^Hee. 

Onpe^ejieHHe 5.12. Hyext S - HyMepoBaHHaa exena Po3h, k - naxypajiBHoe HHejio, 
Bee pa6oHHe ejioBa nopa^Ka k SBjiaioxea no^ejioBaMH W. Tor^a MHOxceexBO, eoexoHin;ee 

H3 

1. eooxBexexByiomeii oGjierHennoH HyMepoBaHHoii exeMbi ^jih S; 

2. MHOJKeexBa Beex ^onyexHMbix nyxefi ne ^jiHHHee T, paeeMaxpHBaeMbix KaK nyxH b 
oGjierneHHOH exene (sxh nyxn nasoBeM npoeepoHHUMu); 
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3. HOMepa T— paspyjieHHOH cxcmm S b nepnofle hjih npe^nepHo^e (corjiacHo I4.14[ sth 
cxeMt.1 nepHO^HHHM c npeflnepnoflOM); 

4. MHOJKecTBa nyxeii 1{S , h{g^ {qi})) ^jia Bcex hctohhhkob (nyxH paccMaxpHBaiOTca 
B oGjierneHHoii cxeMe, nasoBeM hx ochobhumu nymsiMu). 

HaaoBeM aHmuocHacrriKou {S, k). 

Onpe^ejieHHe 5.13. Pasjuep aHmuocHacmKu {S, k) - sto MaKCHMajibHaa jiJiiiHSi (b pe6- 
pax) no nyTHM h3 1{S, h{g'^{qi))) ^jih Bcex ^f— hctohhhkob gj. 



JleMMa 5.14. Momcho naumu manue noAooKumeAhHue C3, C4 u C5, nmo Bah awSou 
cxeMU S u Am6ozo k pasMt 
sde M - Macmma6 cxcmu. 



cxeMU S u Aw6oeo k pasMep aHmuocHacmKu {S, k) saKAWHen Mecncdy u + C5, 



floKaaameAbcmeo. IlycTb pi - paGonee cjiobo nopa^^Ka k. Corjiacno I5.11[ \pi\ > CiX^. 

ECJIH S = l{S,Pi), TO > \pi\. C flpyrOH CTOpOHbl, F{s) < CjnaxM\s\. CTajIO 6t>ITt>, 



|s|>^ 



C APyrOH CTOpOHbl, CminM\s\ < F{s) < \pi\ + 2MCmax < C2X'' + 2MCmax- Cjie^OBa- 
TejIBHO, Isl < -T^^Kj + 2%^. □ 

CjieflCTBHe 5.15. Momcho yKCLSUTTlb HBHO TflCLKUC Cq, C7, Cg U Cg, HTflO 6CAU pCiSMCp 

aHmuocHacrriKU {S, k) 6oAbme Cq, a M - Macmma6 cxcmu S, mo 

1. /Jauhu ecex paBoHux CAoe cocmaeAfimm ne juenee KM. 

2. PasMepu aHmuocHacmoK {S, k) u (Evol(S'), k) omnocsimcsi ne BoAee, hcm e C7 pas. 

3. EcAU cxeMa Si noAyuena us S npuMenenueM neKomoposo KOAwnecmea onepayuu 
Evol, mo pasMep anmuocHacmKU {Si,k) ne npeeocxodum pasMepa anmuocHacmKU 
{S,k), yMHooiceHHoso Ha C-j. 

4- PasMepu anmuocHacmoK {S, k) u {S,k + 1) omAunammcfi ne 6oAee, hcm e Cg pas. 

5. PasMep ocnacmKu {S, k + Cg) 6oAhiue pasMepa ocHacmnu {S, k) xomfi 6u e dea pasa. 

floKasameAhcmeo. HycTb x - pasMep aHTHocnacTKH (S", A;). B pasjiHHHbix nynKxax Gy^yT 
pasjiHHHbie Tpe6oBaHH5i BH^a orpanHHeHHs na x cHHsy. Bbi6epeM Cq Hcxofla h3 caMoro 
CHjiBHoro xpeGoBaHHs. 

1. H3 15.141 H 15.111 cjiejyeT. hto ecjiH x - pasMep aHTHocnacTKH, a g - pa6oHee cjiobo 
nopaflKa /c, to A'^ > ^^'^f^' h \q\ > CiX^ . Cxajio 6l,itb, \q\ > ^ocxaxoHHo 
BbinojiHeHHs HepaBencTBa KC^^ < Ci(x — C5). 

2. HycTb Ml - MacmxaG cxcmbi Evol{S), x r Xi - pasMepbi aHTHocnacTOK. Torj^a 
BbinojiHeHbi jj^BoPiHhie HepaBencTBa C/ij^+C^ > Xi > Csj^ h C^j^+C^ > x > Ca^. 

Mbi snaeM, hto M < Mi < C^M (cm. El]). HojiynaeM xi > '^'^i!^'^''' . Ecjih 



X > 2C5, TO Xi > X. 



If 

2CaC 

C APyroii CTopoHbi, Xi < + C5 < 2^x npn x > 



3. CorjiacHO 15. H MacmxaG cxcmbi 5*1 ne Menbine, hcm M. JX&Jiee cm. ^OKasaxejibcxBO 
npeflbiflymero nynKxa. 
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4. HycTb X H Xi - pasMepbi aHTHocnacTOK {S, k) h {S,k + 1). 

Torfla < xi < + C5. C APyroii cTopoHM, < 4? < 



TaKHM o6pa30M, < xi < ^ + C5. Hpn x > 2^5 h x > ^ nojiynaeM, 



CsA xi 2C4A 

SaMeTHM, HTO HaM He oGaaaxejibHo snaxb A tohho. /^ocTaxoHHo sHaxt. KaKyio- 
HH6y^b on;eHKy CBepxy. 

5. HycTb X H xi - pasMepbi aHTHocnacTOK {S, k) m {S,k + Cg). 
Torfla Cs^^^-^ < xi. C flpyroH cxopoHbi, > 

TaKHM oGpasoM, npn x > 2C5 BbinojiHaeTca Xi > ^f^^^:, "^to ne MCHbrne 2x npn 
;];ocTaTOHHo GojibinoM Cg. 

SaMeTHM, HTo HaM He oGaaaxejibHo snaxb A tohho. /],ocTaTOHHo sHaxb KaKyio- 
HnGy^b on;eHKy cnnay, ox^ejiHioniyio A ox 1. 

□ 

JleMMa 5.16. Ecau pasMep aHmuocHacrriKU {S, k) we Meuhiue Cq, mo no aHmuocHacmKe 
[S, k) MOOtcHO aAsopumMUHecKU onpedeAumh, eepno au, nmo ece padouue CAoea nopnd- 
Ka k + 1 mAHwmcn nodcAoeauu W , u, ecAU eepno, mo aAzopumuuHecKU naumu an- 
muocnacmny {S, k + 1). 

/^OKasameAhcmeo. Hycxb x - pasMep anxHocnacxKH {S,k). Heo6xo^HMO ^jia KaJK^oro 
HcxoHHHKa Pi OHpe;];ejiHXb, HBjiaexca jih h{g^^^{pi)) ho^cjiobom W, h ecjiH SBjiaexca, xo 
HattxH Hyxb 1{S, h{g^^^ {pi))) . 
nycxb g{pi) = ai^tti^ ■■■ai^- 

hig'^\p.)) = h{g\a.,))h{g\a,,)) . . . h{g\a,J). 

KajK^as H3 6yKB , Ui^, . . . , a^^ HBjiaexcH hcxohhhkom. TaK>Ke HcxoHHHKaMH sBjia- 

IOXC3 (IjjCljj) O^i^O'i^) - ■ • ; ^im~l^im • 

CorjiacHO jieMMe [5".15[ ^^jihhbi cjiob h{g^{ai^)), h{g^{ai^)), h{g^{ai.^)) ne Menee KM, no- 
9XOMy cxeMbi 5, cjiob A = h[g^[ai^)), B = h{g^{ai,^)) h C = h{g^{ai^)) BbinojiHaioxca 
ycjioBHH jieMMbi 15.81 

Hs anxHocHacxKH (S", k) naM HSBecxKbi nyxH l[S, AB), 1{S, BC) h 1{B). HxoGbi onpe- 
flejiHXB, 3Bjiaexc5i jih ABC ho^cjiobom CBepxcjiOBa W, HyjKHO ysnaxb, aBjiaexca jih neKO- 
xopbiH nyxb ^onycxHMBiM. /I,jiiiHa axoro nyxii paBHa \1{S, AB) \ + \1{S, BC) \ — \1{S, B)\ h 
He HpeBocxoflHX 2x. Ecjih T > 2x, xo onpeflejinxb ^onycxHMOcxb nyxH mbi mo^kcm, npo- 
BepHB, jiejKHX JIH OH cpe^H HpoBepoHHbix Hyxelt. Ecjih oh ^OHycxHMtiH, xo oh h SBjiaexcH 
HyxeM 1{ABC). 

JXd^jiee BocHOJibsycMca jicmmoh 15. 8[ HpHMeneHHOH k cjioBaM h{g^ [ai^Qi^)) , h{g^{ai^)), 
h{g^{ai^)) H aHajiorHHHbiM choco6om oHpe;i,ejiHM nyxb 1{S , h{g^ [ai-^ai^ai^ai^))) , ecjiH oh 
cymecxByex. Ha sxom mare HoxpeGyexca nepaBCHcxBo T > 3x. 

IIoxoM oHpe^ejiHM, cymecxByex jih nyxb 1{S, h{g^ (ai-^ai^ai^ai^ai^))) h, ^^eflcxBya ho^o6- 
HbiM o6pa30M, floGepeMca flp l{S,h{g^{ai^ai^ . . .aj^.))). Ha hocjic^^hcm mare naM xBaxHx 
OH;eHKH T > x(m — 1). □ 
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JleMMa 5.17. Ecau pasMep aHmuocHacrriKU S,k xomsi 6u CsCq, mo no {S,k) mookho 
naumu aHmuocHacrriKy (Evol(iS'), A;). 

/(oKaaameAbcmeo. Ho HOMepy T— paspyjieHHofi cxeMbi S b nepno^e hjih npeflnepno- 
fle MOJKHo ysHaTb cjie;i,yioiii;yio paspyjieHHyio cxeMy. fljia onpeflejieHna aHTHocnacTKH 
{Evol{S), k) ocxajiocb HaflxH Bce ocHOBHbie nyxH. 

CorjiacHo I5.15[ pasMep {S,k+1) xoxa 6t.i Cq. Cjie^oBaxejibHo, b anxHocHacxKe {S,k + 
1) ^JiH KaJK^oro HcxoHHHKa poBHO oflHH ocHOBHOH nyxb. riycxB s - ochobhoh nyxb an- 
XHOCHacxKH {Evol{S), k), cooxBexcxByiomHH HcxoHHHKy p. CorjiacHO 14. m b oGjierneHHOH 
cxeMe 5* nyxH s cooxBexcxByex nyxt s', y Koxoporo (b HeoGjierneHHoii cxeMe) 6y^ex xaxoe 
yKe cjioBo, KaK h y s. Ha MHHHMajibHocxH si = 1{S, h{g^{pi))) cjie^yex, hto si C s'. 

TaK KaK > 1, xo, corjiacHo 14. IH b S mojkho nafixH MHHHMajibHbm nyxb, co^ep- 
jKamHH Si, KoxopbiH cooxBcxcxByex nyxH c xaKHM ace cjiobom b Evol(S'). 3xhm nyxeM, 
OHeBH^Ho, H 6y^ex sBjiaxbca s. □ 

Tenepb nepeii^eM k nocxpoeHHio ajiropnxMa. Boshueu HyMepoBaHHyro cxeny Po- 
sh So H nofljoepeu xaKoe ko, Hxo6t.i pasMep anxHocHacxKH (S'o,A;o) 6b.iji 6ojiBme, hbm 
r = 20^0^0^^ (ecjiH xaKoro k ne cymecxByex, xo ajiropnxM Bbi^aex oxbcx "nex".) JXa- 
jiee paccMoxpHM cjie^yromyro nocjie^oBaxejiBHocxb anxHocnacxoK {Si,ki): ecjiH pasMep 
anxHocHacxKH (S",-!, MeHtme, hcm F, xo ki = fcj+i + 1, Si = 6'j_i. Ecjih jkc pas- 
Mep anxHocHacxKH {Si, ki) Gojibine jih6o paBen F, xo ki = ki-i, Si = Evol(5'j_i). PasMep 

nepBOH OCHaCXKH 0603HaHHM Xo- 

Hs yxBepjK^eHHH jieMMbi jieMML.i l5.15l cjie^yex, hxo pasMep anxHocHacxoK 3xoh nocjie- 
^OBaxejiBHOcxH He onycKaexca nnace CqCj h He no;];HHMaexc3 Bbime X = max{C7a;o, CyCgF} 
(Tenept. mojkho yKaaaxt. T, bosbmcm ero paBHbiM 2XmaXag^ |(7(a)|. ) Cjie^oBaxejibHo, 
pasjiHHHbix anxHocHacxoK b stor nocjieflOBaxejiBHocxH ne MOJKex Gbixt. 6ojit.me, neM neKo- 
xopoe ajiropHXMHHecKH onpe^ejiaeMoe hhcjio R. FEontixaeMca nocxpoHXb nepBtie R + 1 
HjieH nocjieflOBaxejiBHocxH anxHocHacxoK. Ecjih ^jia neKoxopbix ki h Si cooxBexcxByio- 
maa anxHOCHacxKa ne cymecxByex, xo neKoxopoe pa6oHee cjiobo ne SBjiaexcH ho^cjiobom 
W H ajiropHXM Bbi^aex oxBex "nex". 

Ecjih nepBbie R + 1 anxnocHacxKH y^ajiocb nocxpoHXb, xo cpej^n hhx ecxt. fl^Be ofl^n- 
HaKOBbix. Hycxb ajiropuxM Bbi;];acx oxbcx ";];a". JJpKayKeM, hto stot oxbcx npaBHjiBHbifi. 
CorjiacHo jieMMaM 15.161 h I5.17[ cyniecxBOBaHHe KajK^oro cjieflyioiu;ero Hjiena nocjie;];oBa- 
xejiBHOcxH anxHOCHacxoK, a xaKJKe caM cjie;];yioio;HH hjich onpe;];eji3ioxca no npej^hipy- 
meMy Hjieny nocjie;];oBaxejit.HocxH (xo ecxt Ges HH(|)opMan;iiii o cjioBax na peGpax cxcmbi 
H o HHCJie k.) SnaHiix, nocjie^oBaxejibHocxb anxHocnacxoK ne o6opBexc3 hh na KaKOM 
Hjiene. J^Jis ^oKasaxejitcxBa KoppcKXHocxH pa6oxL.i ajiropnxMa ocxajiocb noKaaaxb, hto 
B nocjie^oBaxejiBHocxH {Si,ki) niicjia ki HeorpaHHHeHHo Boapacxaiox. 

npe^nojiojKiiM npoxiiBHoe. Tor^a us 15.141 cjie^yex, hxo b 6ecKOHeHHOH nocjie;i;oBa- 
xejiBHocxH cxcM Posii, nojiyHeHHOH iixepiipoBaHHeM ^exepMeHHpoBaHHoli 3BOJiion,iiH h3 
HeKoxopoii cxcmbi, MacmxaGbi cxeM b orpanHHeHbi b coBOKynnocxH. Cjie^oBaxejiBHo, paa- 
JIIIHHI.IX cjioB Ha pe6pax Bcex cxcm nocjie^^oBaxejiBHocxn xojkc KOHCHHoe hhcjio. A xaK 
KaK o6jierHeHHt.ix cxcm b nocjie;];oBaxejibHocxH kohchho, xo h hhcjio caMHX cxcm Posh b 
nocjie;];oBaxejibHocxH kohchho. 

JI/Ls KayKflpR cxcMbi Posh paccMoxpHM mhojkccxbo cjiob ee cHMMexpHHHbix nyxefl. 
CorjiacHO 14. 11^ xaKoe mhojkccxbo, nocxpoennoe fl^Jis Evol(S'), aBjiaexca coGcxBennbiM 
noflMHOJKecxBOM MHOJKccxBa CJIOB cHMMexpiiHHbix nyxcH cxcMBi 5". Oxcio^a cjie^yex, hxo 
HHKaKaa cxcMa ne mojkcx 6l.ixb nojiynena H3 ce6s jkc HxepiipoBaHHeM onepaii;HH Evol. 
HojiynaeM npoxHBopeHne c kohchhocxbio HHCjia cxcm b nocjie^oBaxejiBHOcxH. 
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